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概要

• 多クラス問題の２値判別問題への分解

• 複数の２値判別器の情報統合による多ク
ラスラベル予測（復号）法

– ①確率モデルによる復号法

– ②確率モデルによる復号法の局所化

– ③Bradley-Terryモデルに基づく復号法の改良



• x:入力，y                   ：ラベル

– データセット：

• F(x,y)：判別関数

– ラベル予測

– どうやってF(x,y)を構成するか？

• 多値判別問題を複数の2値判別問題に分割
• 各々構成した2値判別器の出力を統合

多値判別の設定

),(maxarg yFy x⇒
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多値判別問題の分解の枠組み

• F(x,y)を2値判別関数の組み合わせで構成する

– ErrorCorrectingOutputCoding(ECOC)に基づく手法

(Loss-based Decoding by Dietterich&Bakiri、Allwein et al.）
– 単純なHamming decorgingを含む

– 実装が簡単

– クラス所属確率に関しては言及しない

– Bradley-Terryモデルに基づく手法
（Hastie&Tibshirani,Yukinawa et al.)

– クラス所属確率（p(y|x)）を推定できる

– 確率出力を持つ2値判別器が必要

– 例題毎に事後確率を計算する必要あり



• 符号表 W：ｐ×G 行列

– Wjk : Wの(j,k)要素

– Wのk列: 多値ラベルyの符号語，(z1(y),…,zp(y))’
– Wのj行: ２値判別問題

• Wのj列において
– Wjk=1ならば多値ラベルk (k=1,…,G)に２値ラベル1を割り当てる

– Wjk=-1ならば多値ラベルk (k=1,…,G)に２値ラベル-1を割り当てる

– Wjk=0ならば多値ラベルk (k=1,…,G)に0を割り当て２値判別には用

いない

• 多値ラベル をWの 列 で表現

をj番目の２値判別問題のデータ

セットとして，２値判別器を訓練

⇒任意の２値判別機（AdaBoost,SVM等）が適用可能

多クラス問題の２値判別問題への分解
-符号表

{ }0,1,1 −∈

iy
 z(y i) = (z1(y i),L ,zp (y i))'y i

  
(x i,z j (y i) | i =1,L ,n,z j (y i) ≠ 0{ }



•ｊ番目の２値判別器による判別結果を として，全
ての判別器の結果を纏めて あるいは単

に と記す．

多クラス問題の２値判別問題への分解
-3クラスの例
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クラス １ ２ ３

２値判別器（クラス１ vs クラス２，３）

˜ z j (x) ∈ 1,−1{ }

２値判別器（クラス２ vs クラス１，３）

２値判別器（クラス３ vs クラス１，２）

２値判別器（クラス１ vs クラス２）

：

 ̃
 z (x) = ( ˜ z 1(x),L , ˜ z p (x))'

z~



多値ラベル予測
-提案法の基本アイディア

• データセット
① の符号語
②２値判別器の出力

– ①と②の間の関係を確率モデル （or ）
でモデル化して から多値ラベルyを推定（復号）する

 (x
i,y i),i =1,L ,n

y i
 z(y i) = (z1(y i),L ,zp (y i))'∈ 1,0,−1{ }p

 ̃
 z (x i) = ( ˜ z 1(x i),L , ˜ z p (x i))'∈ 1,−1{ }p

)(~ xz j

)|)(~( yp xz ))(|)(~( yp zxz

argmaxy p(z(y) | ˜ z (x))

p(y | ˜ z (x)) ∝ p(˜ z (x) | y)p(y)



多値ラベル予測（復号）の例
-ハミング復号

• データセット
– ： の符号語
– ：２値判別器の出力

• と との間の拡張ハミング距離が最も
近い を予測（復号）値とする

 (x
i,y i),i =1,L ,n

iy
 z(y i) = (z1(y i),L ,zp (y i))'

dham (z(y), ˜ z (x)) =
1− z j (y) ˜ z j (x)

2j=1

p

∑

˜ z (x i)
y

 ̃
 z (x i) = ( ˜ z 1(x i),L , ˜ z p (x i))'

  z(y)(y =1,L ,G)

ˆ y (x i) = argminy dham (z(y), ˜ z (x i))



• モデル１
– ラベルyとは無関係に，符号化された値 と の関

係を表現
– 各２値判別器は独立と仮定する

• モデル２
– 元のラベルがyである符号 と の関係を表現
– 各２値判別器は独立と仮定する

• モデル３
– 元のラベルがyである符号 と の関係を表現
– 各２値判別器間の関係性を考慮する

３つの提案モデル

˜ z j (x)z j (y) ∈ 1,−1,0{ }

z j (y) ∈ 1,−1,0{ } ˜ z j (x)

z(y) ∈ 1,−1,0{ }p
˜ z (x)



モデル１
• ラベルyに関係なく と の関係を表現

– 非対称な２種類の誤り率（false positive error, false negative 
error)を表現可能

– 各々の２値判別器に独立性を仮定

• j番目の判別器のモデル

• 全体のモデル

z j (y) ∈ 1,−1,0{ } ˜ z j (x)

z j (y) )(~ xjz

p1( ˜ z j (x) | z j (y);B j ) =
exp(Bk, j ˜ z j (x))

exp(Bk, j ) + exp(−Bk, j )
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k∈{1,−1,0}
∏

I z j (y )= k( )

B j = (B1, j,B−1, j ,B0, j )

p1(˜ z (x) | z(y);B) = Π j=1
p p1( ˜ z j (x) | z j (y);B j )

はパラメーターベクトル



モデル１
• パラメーターは最尤推定法で陽に解が求まる

• ラベル予測（MAP復号）

L(B,π ) = log p1(˜ z (x i) | z(y i);B j )
i=1

n

∑ π
y i

( ˆ B , ˆ π ) = argmaxB L(B,π )

p(y) = π y , π y =1
y=1

G

∑
：ラベルの事前分布パラメーターyπ

ˆ y = argmaxy p1(z(y) | ˜ z (x) : ˆ B )

p1(z(y) | ˜ z (x) : ˆ B ) ∝ p1(˜ z (x) | z(y) : ˆ B ) ˆ π y



モデル２
• 元のラベルがyである と の関係を表現

– ラベル毎にパラメーターを持つため，モデル１と比較すると表現
力は向上

• モデル１のパラメーター数：３×２値判別器の数

• モデル２のパラメーター数：クラス数×２値判別器の数

– 各々の２値判別器に独立性を仮定

• 最尤推定で陽にパラメーターが求まる

• 復号はモデル１と同様

{ }0,1,1)( −∈yz j )(~ xjz

p2( ˜ z j (x) | y;By, j ) =
exp(By, j ˜ z j (x))

exp(By, j ) + exp(−By, j )

 By = (By,1,L ,By,p )'

p2(˜ z (x) | y;By ) = Π j=1
p p2(˜ z j (x) | y;By, j )

はパラメーターベクトル



• 元のラベルがyである符号 と の関係を表現
– 判別器間の関係性を表現

– Z(y)の計算は 個のパターンの和が必要なため計算はしばしば困難

• 最尤推定では陽に解は求まらない

– 勾配法： を対数尤度として

モデル３

p3(˜ z (x) | y;By,Cy ) =
1

Z(y)
exp By ' ˜ z (x) +

1
2

˜ z (x)'Cy ˜ z (x)
⎛ 
⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ 

yC

はパラメーターベクトル

{ }py 0,1,1)( −∈z )(~ xz

)',,( ,1, pyyy BB L=B
は対角成分が０のp×p対称行列

)(yZ は正規化項

p2

∂L
∂By, j

= E ˜ p (•|y )[ ˜ z j (x)]− E p3 (•|y )[ ˜ z j (x)]

∂L
∂Cy, jk

= E ˜ p (•|y )[ ˜ z j (x)˜ z k (x)]− E p3 (•|y )[ ˜ z j (x)˜ z k (x)]

L

E p[•]

˜ p (˜ z | y)はyが与えられた下での の経験分布，˜ z 

は分布 による期待値)~(zp



• 元のラベルがyである符号 と の関係を表現
– 判別器間の関係性を表現

– Z(y)の計算は 個のパターンの和が必要なため計算はしばしば困難

• 最尤推定では陽に解は求まらない

– 勾配法： を対数尤度として

モデル３

p3(˜ z (x) | y;By,Cy ) =
1

Z(y)
exp By ' ˜ z (x) +

1
2

˜ z (x)'Cy ˜ z (x)
⎛ 
⎝ 
⎜ 

⎞ 
⎠ 
⎟ 

yC

はパラメーターベクトル

{ }py 0,1,1)( −∈z )(~ xz

)',,( ,1, pyyy BB L=B
は対角成分が０のp×p対称行列

)(yZ は正規化項

p2

∂L
∂By, j

= E ˜ p (•|y )[ ˜ z j (x)]− E p3 (•|y )[ ˜ z j (x)]

∂L
∂Cy, jk

= E ˜ p (•|y )[ ˜ z j (x)˜ z k (x)]− E p3 (•|y )[ ˜ z j (x)˜ z k (x)]

L

E p[•]

˜ p (˜ z | y)はyが与えられた下での の経験分布，˜ z 

は分布 による期待値)~(zp

勾配中の に関する期待値は計算困難˜ p 3(˜ z | y : By,Cy )

⇒コントラスティブ・ダイバージェンスによる近似



• 勾配中の に関する期待値
– コントラスティブ・ダイバージェンスによる近似

– からMCMCサンプリングした例題を用いて近似する

• ： の遷移行列
– 通常はMCMCサンプリングによる近似

• マルコフ連鎖を十分に長くとり定常分布による期待値を計算

– コントラスティブ・ダイバージェンス

• 経験分布を初期分布としてマルコフ連鎖を少数回（典型的には１回）行っ
て得られた分布で近似

• ：経験分布を でt回遷移させた分布

モデル３
-コントラスティブ・ダイバージェンスによるパラメーター推定

˜ p 3(˜ z | y : By,Cy )

˜ p 3(˜ z | y : By,Cy )
˜ p 3(˜ z | y : By,Cy )T(By,Cy )

),( yy CT B),:|~( yy
t Cyp Bz

Cy, jk
(r ) ← Cy, jk

(r−1) + η E ˜ p (•|y )[ ˜ z j (x)˜ z k (x)]− E
p t •|y;By

( r−1) ,Cy
( r−1)( )[ ˜ z j (x) ˜ z k (x)]⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

By, j
(r ) ← By, j

(r−1) + η E ˜ p (•|y )[ ˜ z j (x)]− E
p t •|y;By

( r−1) ,Cy
( r−1)( )[˜ z j (x)]⎛ 

⎝ 
⎜ ⎞ 

⎠ 
⎟ 

rはパラメーターの更新回数，ηは学習係数



• ：推定されたパラメーター
– 事後確率による復号

• 事後確率の計算も正規化項Z(y)の計算を含むため計算困難！！

– コントラスティブ・ダイバージェンスによる近似でパラメーターは求まるが，正
規化項の計算はできない

– 正規化項Z(y)をサンプリングにより近似

– を独立分解仮定をおいた平均場近似で近似

モデル３
-ラベルの復号

),,1(ˆ,ˆ GyCyy L=B

ˆ y = argmaxy p3(y | ˜ z (x);{ ˆ B y, ˆ C y}y=1
G )

p3(y | ˜ z (x);{ ˆ B y, ˆ C y}y=1
G ) ∝ p3(˜ z (x) | y;{ ˆ B y , ˆ C y}y=1

G ) ˆ π y

p3(˜ z (x) | y; ˆ B y, ˆ C y )



実験
-UCIデータセット

• 各２値判別器はSVM(Rbfカーネル，線形カーネル）
• 符号表WはFull code matrix
• 比較手法

– multiclass-SVM (Cramer & Singer)
– C-svm (Watson&Watkins)
– ハミング復号
– Loss based decoding(Allwein)

• 指数ロス，ロジスティックロス

– 提案モデル１
– 提案モデル２
– 提案モデル３（パラメーター推定：平均場近似，復号：平均場近似）
– 提案モデル３ （パラメーター推定：コントラスティブ・ダイバージェンス，復号：サンプ

リング）
– 提案モデル３ （パラメーター推定：コントラスティブ・ダイバージェンス，復号：平均場

近似）

• （データの70％で訓練，残り30％で評価）×50トライアル



実験
-UCIデータセット

•Wilcoxon matched-pair signed rank one-sided test
*:5%有意， **:1％有意



実験-バイオインフォマティックデータ
• 2値判別器はＳＶＭ（線形カーネル）

• 肺がんデータ（Harvard University）
– ５クラス, 203サンプル，2883特徴次元

• GCMデータ

– １４クラス, 190サンプル，16063特徴次元

– Full code matrixは数が多過ぎるので，スパースランダムコードを使用



結論

• 誤り訂正符号（ECOC)に基づく多値分類器の構成
– 確率モデルを用いた複数の2値判別器出力の統合による多値ラベルの復号

• 判別器間の関係性を考慮したモデル
– ボルツマンマシン

– コントラスティブ・ダイバージェンスによる学習により高精度の分類を実現



確率モデルを持ちいた復号器の局所化



• 前述の復号法： をモデル化

– 入力x→判別器→ ⇔

– ｘの情報は判別器を通して劣化している

• 最適な復号法は，入力ｘに依存するべき？

Problem of probabilistic decoder
p(˜ z | y;B)

1x

2x

1

23

z~

x

y

判別器 )(~ xz )'(~ xz



• 前述の復号法： をモデル化

– 入力x→判別器→ ⇔

– ｘの情報は判別器を通して劣化している

• 最適な復号法は，入力ｘに依存するべき？

Problem of probabilistic decoder
p(˜ z | y;B)

1x

2x

1

23

'x

z~ y

判別器 )(~ xz )'(~ xz



カーネル関数を用いた局所化
• Log-likelihood of probabilistic decoder

log p(˜ z i | y i;B
y i )

i=1

n

∑ π
y i

By, j (x) =
1
2

log
1+ Jy, j (x)
1− Jy, j (x) Jy, j (x) =

I(y i = y)k(x,x i)˜ z j
i

i=1

n

∑

I(y i = y)k(x,x i)
i=1

n

∑
π y (x) =

k(x i,x)I(y i = y)
i=1

n

∑

k(x i,x)
i=1

n

∑

⇓
For an input x,minB k(x,x i)log p(˜ z i | y i;B

y i (x))
i=1

n

∑ π
y i (x)

k(x,x') = exp(−S || x − x' ||2)

• Parameters are explicitly written, however the calculation of 
parameters is needed for each input x.



カーネル関数を用いた局所化
• Log-likelihood of probabilistic decoder

log p(˜ z i | y i;B
y i )

i=1

n

∑ π
y i

By, j (x) =
1
2

log
1+ Jy, j (x)
1− Jy, j (x) Jy, j (x) =

I(y i = y)k(x,x i)˜ z j
i

i=1

n

∑

I(y i = y)k(x,x i)
i=1

n

∑
π y (x) =

k(x i,x)I(y i = y)
i=1

n

∑

k(x i,x)
i=1

n

∑

⇓
For an input x,minB k(x,x i)log p(˜ z i | y i;B

y i (x))
i=1

n

∑ π
y i (x)

k(x,x') = exp(−S || x − x' ||2)
For a new input ｘ,
Calculate P(y|z;B(x),π(x)) for decoding

• Parameters are explicitly written, however the calculation of 
parameters is needed for each input x.



推定方程式の不偏性

Estimating equation of θ : Ψ(θ;x i) = 0
i=1

n

∑ ⇒ ˆ θ 

0 = Ψ(θ0;x)p(x;θ0)dx∫

• 不偏性が満たされていないと推定量の性能が低下す
る事が知られている

p(x;θ0) : x

Ex. 最尤推定法の推定方程式は不偏

Ex. 最尤推定法

L(θ) = log p(x i;θ)
i=1

n

∑ ⇒ 0 =
∂L(θ)

∂θ
= Ψ(θ;x i)

i=1

n

∑

• 不偏な推定方程式

⇔ の密度関数



局所化復号器の推定方程式
L(B,π | x) = k(x,x i)log p(˜ z i | y i;B

y i (x))
i=1

n

∑ π
y i (x)

0 =
∂L(B,π | x)

∂π y

= k(x,x i) I(y i = y)
π y (x)

−
I(y i = G)

πG (x)

⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ i=1

n

∑

)1,,1( −= Gy L= Ψ2(π;x i,y i)
i=1

n

∑

• In general, estimating equation of localized method is 
biased, which leads to degradation of performance.

0 =
∂L(B,π | x)

∂By, j (x)
= k(x,x i)I(y i = y) ˜ z j (x

i) −
eBy, j (x ) − e−By, j (x )

eBy, j (x ) + e−By, j (x )

⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ i=1

n

∑

= Ψ1(By, j ;x
i)

i:y i = y

∑ ),,1( Gy L=



バイアス補正

Ψ1(By, j ;x
i)

i:y i = y

∑ = 0

Ψ1(By, j ;x
i)p( ˜ z j (x

i) | y;By, j (x))dx∫
=

2ny

(eBy, j (x) + e−By, j (x ))2 m j (x),m j (x) = ˜ z j (x')k(x',x)dx'∫

Ψ1(By, j ;x
i)

i:y i = y

∑ =
2nym j (x)

(eBy, j (x ) + e−By, j (x ))2

• Corrected estimating equation

•For parameter By,j, the estimating equation is

Ψ1(By, j ;x
i) = k(x,x i) ˜ z j (x

i) −
eBy, j (x ) − e−By, j (x )

eBy, j (x ) + e−By, j (x )

⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 



Unbiased localized decoder

0 = Ψ2(π y;x
iy i),Ψ2(π y;x

i, y i) = k(x,x i) I(y i = y)
π y (x)

−
I(y i = G)

πG (x)

⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ i=1

n

∑

Unbias⇒k(x,x i)Ψ2(π y';x
i,y')

y'
∑ π y' = 0

By, j (x) =
1
2

log
1+ Jy, j (x)
1− Jy, j (x)

+
1
2

log
1− ry. j (x) + (1+ ry, j (x))2 − 2ry, j (x)(Jy, j (x) +1)
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•For parameter πy, the estimating equation is written as

π y (x) =
k(x i,x)I(y i = y)

i=1
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k(x i,x)
i=1
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Unbiased localized decoder
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•For parameter πy, the estimating equation is written as

π y (x) =
k(x i,x)I(y i = y)

i=1

n

∑

k(x i,x)
i=1

n

∑

For a new input ｘ, 
by plugging parameters into model
Calculate P(y|z;B(x),π(x)) for decoding



数値実験：人工データ

•データセット:訓練３００，テスト３０００×５０セット

•各２値判別器はSVM
•カーネルは線形とRBF

•比較対象：多値版SVM（C−svm，Spoc-svm)
•カーネルは線形とRBF

•Hamming復号
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Training error against degree of localization 
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Test error against degree of localization S
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Test error comparison

Linear kernel ||  Rbf kernel



局所化復号器の結論

• 確率モデルによる復号法の局所化

– カーネル関数の導入

• バイアス補正
– 不偏局所化復号器（Unbiased localized decoder）
– Unbiased localized decoderはカーネル関数の形に関わら

ず他の方法を優越

• Future work
– 局所化の度合いを決めるハイパーパラメーターSの決定

– 実データへの適用



TERNARY BRADLEY-TERRY 
MODELに基づく多値判別



概要

1. BT-modelに基づく多値判別

1. Hasite & Tibshirani, Zadrozny, Yukinawa
2. Problematic point of conventional methods

2. Ternary BTモデルを用いた改良
1. Ternary probabilistic guess
2. Ternary AdaBoost



• x:入力，y                   ：ラベル

– データセット：

• F(x,y)：判別関数

– ラベル予測

– どうやってF(x,y)を構成するか？

– 多値判別問題を複数の2値判別問題に分割

• 各々構成した2値判別器の出力を統合

• 今までの設定との違い
– 今まで： からyを構成

– これから：２値判別関数 からy
を構成

多値判別の設定

⇒ argmaxy F(x,y)

{(x i,y i)}i=1
n

  ∈ 1,L ,G{ }

˜ z (x) ∈ 1,−1{ }p

 f j (x) ∈ R( j =1,L , p)



多クラス問題の分解

• 符号表： ，ｐ×G 行列

W =

1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1
1 −1 0
1 0 −1
0 1 −1

⎛ 

⎝ 

⎜ 
⎜ 
⎜ 
⎜ 
⎜ 
⎜ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 

⎟ 
⎟ 
⎟ 
⎟ 
⎟ 
⎟ 
⎟ 

Class １ ２ ３

判別関数

判別関数

f1 ∈ R

f4 ∈ R

C j
k = g :W jg = k{ }
ｊ番目の判別問題においてラベルkを持つクラスの集合

  C j
+1 ∪ C j

−1 ∪ C j
0 ∈ 1,L ,G{ }

(C1
+1 = {1},C1

−1 = {2,3})

(C4
+1 = {1},C4

−1 = {2},C4
0 = {3})

W ∈ +1,−1,0{ }p×G



多クラス問題の分解

• 符号表： ，ｐ×G 行列

W =

1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1
1 −1 0
1 0 −1
0 1 −1
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判別関数

判別関数

f1 ∈ R

f4 ∈ R

C j
k = g :W jg = k{ }
ｊ番目の判別問題においてラベルkを持つクラスの集合

  C j
+1 ∪ C j

−1 ∪ C j
0 ∈ 1,L ,G{ }

(C1
+1 = {1},C1

−1 = {2,3})

(C4
+1 = {1},C4

−1 = {2},C4
0 = {3})

W ∈ +1,−1,0{ }p×G

)(,),(),( 21 xxx pfff L



Bradley-Terry Modelに基づく多値判別
-Step 1. ラベルの確率的予測（probabilistic guess）

q j
+1(x) =

1
1+ exp(a j + bj f j (x))

, f j (x) ∈ R

parameters:, jj ba0 ≤ q j (x) ≤1: probability of event of which input x belongs to class set C j
+1

q j (x) = (q j
+1(x),q j

−1(x)),q j
−1(x) =1− q j

+1(x)

•fj(x):ｊ番目の判別関数
⇒入力ｘに対する２値ラベルの確率的予測

入力 x

確率的ラベル予測 qj1

入力 x

y=1
y=-1

判別関数 fj



Bradley-Terry Modelに基づく多値判別
-Step 1. ラベルの確率的予測（probabilistic guess）

q j
+1(x) =

1
1+ exp(a j + bj f j (x))

, f j (x) ∈ R

parameters:, jj ba0 ≤ q j (x) ≤1: probability of event of which input x belongs to class set C j
+1

q j (x) = (q j
+1(x),q j

−1(x)),q j
−1(x) =1− q j

+1(x)

•fj(x):ｊ番目の判別関数
⇒入力ｘに対する２値ラベルの確率的予測

入力 x

確率的ラベル予測 qj1

入力 x

y=1
y=-1

判別関数 fj

maxa j ,b j
I(y i ∈ C j

k )logq
j

k (x i)
k ∈ +1,−1{ }

∑
i=1

n

∑
パラメーター推定 入力ｘに対する

確率的ラベル予測
 (q1(x),L ,q j (x),L ,qp (x))



Bradley-Terry Modelに基づく多値判別-
Step 2 復号

• 判別関数

⇒入力ｘに対する確率的予測
もし真のクラス事後確率 をしっていたら

p(y | x) ⇒ j = (π j
+1,π j

−1),π j
+1 =

pyy ∈C j
+1∑

pyy ∈C j
+1∑ + pyy ∈C j

−1∑
,π j

−1 = 1− π j
+1

と を比較することで を推定

  

ˆ p (x) = ( ˆ p 1,L , ˆ p G ) = argminp w jD(q j ,π j )
j

∑
 w j

q j (x) = (q j
+1(x),q j

−1(x))
)(xjf

),,()|( 1 Gppy L=xp

p(y | x)q j (x) jπ

•Hastie et.al.

:j番目の判別器の重み



Bradley-Terry Modelに基づく多値判別-
Step 2 復号

• 判別関数

⇒入力ｘに対する確率的予測
もし真のクラス事後確率 をしっていたら

p(y | x) ⇒ j = (π j
+1,π j

−1),π j
+1 =

pyy ∈C j
+1∑

pyy ∈C j
+1∑ + pyy ∈C j

−1∑
,π j

−1 = 1− π j
+1

と を比較することで を推定

  

ˆ p (x) = ( ˆ p 1,L , ˆ p G ) = argminp w jD(q j ,π j )
j

∑
 w j

q j (x) = (q j
+1(x),q j

−1(x))
)(xjf

),,()|( 1 Gppy L=xp

p(y | x)q j (x) jπ

•Hastie et.al.

 argmaxy{ ˆ p 1,L , ˆ p G}
:j番目の判別器の重み



• 訓練時
– クラス３の例題は学習に用いない
– ２値判別器はクラス１とクラス２の例題
で訓練
⇒確率的予測

• テスト時（新たな入力 xに対して）
– クラスラベルは未知.
– もしｘのラベルが１あるいは２ならば，確
率的予測は適切かも

– もしｘのラベルが３の場合，訓練時にク
ラス３の情報を全く持っていないので，
確率的予測は全く役立たず．そもそも符
号は1でも-1でもなく0

• 3クラス（Ternary）の確率的予測が必要

q j (x) = (q j
+1(x),q j

−1(x))

従来法の問題点

⎟
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⎟
⎟
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⎟
⎟
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概要

1. BT-modelに基づく多値判別

1. Hasite & Tibshirani, Zadrozny, Yukinawa
2. Problematic point of conventional methods

2. Ternary BTモデルを用いた改良
1. Ternary probabilistic guess
2. Ternary AdaBoost



Ternary BTモデルに基づく復号
-３クラスの確率的クラス予測

• ３クラスのロジスティックモデル

– Note: 符号表が０を含まない場合は従来と同様に２

クラスの確率的予測 を用いる

• パラメーター推定は最尤推定で行う

q j (x) = (q j
+1(x),q j

0 (x),q j
−1(x)) =

exp(F j
+1(x))

Z(x)
, 1
Z(x)

,
exp(F j

−1(x))
Z(x)

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

Z(x) = 1+ exp(F j
+1(x)) + exp(F j

−1(x))
F

j

k (x) = a j
k + b

j

k f
j

k (x),k ∈ +1,0,−1{ }

q l (x) = (q j
+1(x),q j

−1(x))



• ２値判別器 fj(x) 
– 符号+1あるいは -1を持つ例題で訓練

– fj(x)には符号0を持つクラスの情報は含まれない

⇒そのまま３クラスのロジスティックモデルを使ってもダメ

３クラス判別が必要？
⇒”多値判別問題の２値判別問題への分解“？

• ３クラスの情報を持った２値判別器

– Ternary-AdaBoost (T-AdaBoost)
⇒従来のAdaBoostの変形

３クラスの確率的クラス予測構成に
おける問題点



• データセット：

• 以下のロス関数の逐次最小化

AdaBoost
x i,z i{ }i=1

n
,z ∈ +1,−1{ }

ˆ F (x) = argminF Lada (F )

Lada (F ) = exp
i:z i ≠0

∑ (−F (x i)z i)

zF )(x

adaL •もしF(x)がzを正しく判別していれ
ば Fと zは同符号
⇒F(x)z >0

•もしF(x)が zを間違って判別してい
れば,  Fと zは異符号
⇒F(x)z <0

⇒ sgn( ˆ F (x))



• 目的：Ternary AdaBoostの判別関数は

– 符号±1 を持つ入力に対しては大きな値を持つ

– 符号0 を持つ入力に対しては小さな値を持つ

• Dataset：
• Ternary-AdaBoost

Ternary-AdaBoost

x i,z i{ }i=1

n
,z ∈ +1,0,−1{ }

U(ξ;z) = I(z ≠ 0)exp(−zξ) + I(z = 0)λ(exp(ξ) + exp(−ξ))

argminF U(F (x i);z i)
i=1

n

∑

z ≠ 0

F (x)z zF )(x

0=z



1. 入力xに対して, Ternary-AdaBoostの判別関数を用い
て 3クラスの確率的ラベル予測値を計算qj(x) 

2. qj(x) と真のクラス事後確率から計算したπjのKLダイ

バージェンスを最小化する事で，クラス事後確率
p(y|x)=(p1,…,pG)を計算

3. でラベルを復号

KLの最小化は訓練，テストの各サンプルに対して必要

となるため，計算コストが大きい

Ternary BT モデルに基づく復号

ˆ p (x) = argminp w jD(q j ,π j )
j

∑
w j : Weight for j - th binary problem.

π j = py
y ∈C j

+1

∑ , py
y ∈C j

0

∑ , py
y ∈C j

−1

∑
⎛ 

⎝ 
⎜ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 
⎟ :

argmaxy ˆ p y (x)

真のクラス事後確率が分かっている
として計算した確率的予測値



• KL-ダイバージェンスを２乗誤差で代替

⇒

計算コストの削減

ˆ p (x) = argminp w j || π j − q j (x) ||2
j

∑
norm. euclid is |||| •

ˆ p = (XTVX)−1 XTVQ −
1− 1T (XTVX)−1 XTVQ

1T (XTVX)−11
1

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

. iscomponent  sematrix who Diagonal: jwV

matrix W codeby  determinedMatrix : X
 aligned are p),1,)(j(in which ector V: L=xjqQ



• KL-ダイバージェンスを２乗誤差で代替

⇒

従来のBTモデルに基づく復号では，上記の最適
化問題は陽には解けない.

計算コストの削減

ˆ p (x) = argminp w j || π j − q j (x) ||2
j

∑
norm. euclid is |||| •

ˆ p = (XTVX)−1 XTVQ

assumed.not  is 1∑ =
y

yp

(XTVX)−1 XTV is not depend on probabilistic guess Q



幾何的解釈



Experiment： synthetic dataset
• ４クラス問題

– (訓練:300，テスト:3000）×50

• 重み ⇒

• 手法:
– BT: Bradley-Terry model-based decoding with AdaBoost

(←Conventional method)
– BT model-based decoding with Ternary-AdaBoost
– TBT: Ternary BT with Ternary-AdaBoost (←Proposed method)
– TBT(S): Ternary BT with Ternary-AdaBoost, squred loss
– TBT(A): Approximated version of TBT(S), 

without constraint 

jw (I) w j = 1,   (II) w j = I(y i ∈ C j
+1 or y i ∈ C j

−1)
i=1

n

∑

∑ =
y

yp 1
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Discriminant function of Ternary-AdaBoost
-Code matrix (-1,-1,1,0)

True code AdaBoost Ternary-AdaBoost

x2 x2 x2

0

0



確率的ラベル予測 - Code matrix  (-1,-1,1,0)
○：-1, ○：1, ○：0

AdaBoost T-AdaBoost



確率的ラベル予測 - Code matrix  (-1,-1,1,0)
○：-1, ○：1, ○：0

AdaBoost T-AdaBoost

・AdaBoostによる確率的ラベル予測は，青色領域（クラス４）が

符号１（クラス３）を持つと予測している．
・T-AdaBoostは正しく符号０ (クラス 4)と予測. 



Experiment：Test error

BT,AdaBoost

BT,Ternary-AdaBoost
TBT TBT(S)

TBT(A)



UCI datasets: Test error



Conclusions

• Ternary Bradley-Terryモデルに基づく多値判

別法の提案
– Ternary-AdaBoost

• ２乗誤差ロスを用いた復号

– 性能を保持したまま，大幅な計算量の削減



全体の結論

• 複数の２値判別問題の情報を統合して多値判
別を行うための手法の提案
– 確率モデルを用いたECOC復号の拡張

– 局所化による拡張

– Bradley-Terryモデルに基づく手法の改良
• 性能の向上と２乗誤差ロスの採用による高速化

• どちらを使うのがよいのか？
– ケースバイケースだが提案手法のどちらかを使えば
問題ない


