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§1  Intro.
シンプレクティック構造

M ：可微分多様体

ω：2-形式 s.t.

例 1.

Hamilton 方程式

例 １では
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統計多様体

(i) S上のシンプレクティック構造

(ii) T*S上のシンプレクティック構造

(iii) M上のシンプレクティック構造

例：
T. Friedrich, Y. Shishido,
O.E. Barndorff-Nielsen and P.E. Jupp,
Y. Nakamura, T. Mabuchi

に対し

これらは実質同じ

定理 （簡易版）
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M

dual

11

1

moment map
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§２ 統計モデルと統計多様体

(X, B, dx) ：測度空間

：X上の正値確率密度全体の空間

でパラメータ付けられた確率分布の集合

を統計モデルと呼ぶ。
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Fisher 計量

に対し とおく。

により定まる行列 g＝[gij] を Fisher 情報行列と呼ぶ。

さらに g が正定値のとき Fisher 計量と呼ぶ。
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α接続

：Fisher 計量 g の Levi-Civita 接続の.

に対し

で定まる をα接続と呼ぶ。

に対し

が成り立つ。
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統計多様体

統計モデル S Fisher 計量 g
α接続 ∇(α)

統計多様体

⇔

⇔ 但し

注：
・元々は Lauritzen（1987）による。
・Hông Vân Lê（2007）により統計多様体は統計モデル。
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双対平坦性
Lemma

特に

に対し

(Levi-Civita)
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双対平坦空間

統計多様体 (S, g, ∇) は R∇＝０

のとき双対平坦空間と呼ばれる。

統計モデル（S, g） に対し

(1) （∇（α））*＝∇（－α）

(2) Sが指数型分布族なら

Corollary

∇（1）と∇（－1）は平坦かつ捩れなし,
i.e., （S, g, ∇（e）,∇（m））は双対平坦空間



11

双対平坦座標系

双対平坦空間 (S, g, ∇, ∇*) に対し

：∇-アフィン座標系
：∇*-アフィン座標系

s.t.

を満たす が存在。

このとき

：Legendre 変換

(1)

(2)
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Canonical divergence

双対平坦空間 (S, g, ∇, ∇*) に対し

を canonical divergence と呼ぶ。

注意：

◎

◎ は∇*に関するもの。∇に対しては

◎ 指数型分布族の場合、相対エントロピー。
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§３ 双対平坦空間の力学

HL Legendre 変換
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の Hamilton ベクトル場は

can. div.

p

q

∇-測地線

p

q

∇*-測地線

Maupertuis の最小作用の原理
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can. div. と sympl.構造

を で定義。

但し

S×S上の２形式を

で定めるとこれは sympl. 形式。

但し は T*Sの正準 sympl. 構造。

これは先に定めた と（実質的に）同じ。
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§4 統計多様体と sympl. 構造

を で定義。

①

②

③

④ ：統計多様体
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:統計多様体,
J：概複素構造 s.t.  

・
・

⇒ に対し

：sympl., ∇：sympl. 接続（捩無、ωを保つ）

J：ωと両立する概複素構造

⇒ (i)
(ii)                                ⇔ (S, g,∇) は統計多様体

命題

(1)

(2)
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statistic manifold

almost Kähler sympl. conn.

を SS manifold と呼ぶことにしたい。

⇒ i.e. ∇* も sympl. 接続

Fact.
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双対平坦空間の場合

R∇＝0 なら

：∇-アフィン座標系
：∇*-アフィン座標系

は Darboux 座標系と取れる。

即ち
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だるぶぅ

に対し

：∇-アフィン座標系
：∇*-アフィン座標系

双対平坦 Darboux 座標系

注：
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定理

⇒ s.t.
(locally)

⇒

(locally)
induced from

(i)

(ii)
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§5  無限次元の場合

：極大指数型モデル
（確率空間上の確率密度全体の連結成分）

：コンパクト Riemann 多様体上の可微分確率密度全体

上の sympl. 構造について。

(i)

(ii)

（by Friedrich, Shishido,...）

（by Cena-Pistone,…）
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無限次元 sympl 構造

定義：

（多様体上では dω＝0 を追加）

注：
(1) ω: strong sympl.  ⇒

(2) E : finite dim. ⇒ weak＝strong
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例：

は weak sympl.

このとき

(1) 

(2)



25

極大指数型モデル

：確率空間

：確率密度全体

極大指数型モデル

can. div. D により 上に弱 sympl.構造が入る：

に対し

（定理 (i) に対応）
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Friedrich, Shishido の sympl. 構造

：cpt. ori. Riemann 多様体

：Hilbert 多様体 モデル空間

Fisher 計量
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sympl. 構造

⇒

Fact
(i) Ωは閉形式

(ii) W の積分曲線が X で稠密⇒Ωは（弱）非退化

(iii) W が正則第一積分を持たない ⇔ Ω：強非退化

s.t.

注： fが W の正則第一積分 ⇔
・W f＝0
・∀開集合上 fは定数でない
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例：

⇒ は強 sympl. 構造を許容する。

・この構造に対し Lagrangian が存在；

（定理 (ii) に対応）
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