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本資料は守屋克洋氏 (筑波大学)との共同研究に基く結果の報告であり，東北学院大学・多賀城情報幾何学研究集
会「情報幾何学と統計多様体上の一般化共形構造の周辺」での講演内容に加筆，修正を行いまとめたものである．

§0. 導入.

tt∗とは topological - antitopological fusionの略語であり (“∗”は “anti”にあたる)，[4]において，Cecotti, Vafa
により導入された．ここで，「topological」とは「位相的な」ではなく，「正則的 (=holomorphic)」に相当する概念
であると考えられる．つまり大雑把にいって tt∗構造とは正則なデータと反正則なデータから構成される構造であ
るといえる．

tt∗構造の幾何学は可積分系，特異点論，多重調和写像理論，スペシャル複素多様体の幾何学，アファインはめ
込みの幾何学等と深い関連を持ち，Dubrovin ([5]), Cecotti, C. Vafa ([4]), Cortes ([2]), Schäfer ([7], [8], [9], [10])，
Hertling ([6]) らによりそれぞれの角度から研究が進められている．
特にある種の (擬)リーマン対称空間への多重調和写像と計量 tt∗束やシンプレクティック tt∗束との関係につい

ては Schäferにより研究が行われており，単連結複素多様体からGL(r,R)/O(p, q)または SL(r,R)/SO(p, q)への
多重調和写像から計量 tt∗束が，GL(2r,R)/Sp(2r)への多重調和写像からシンプレクティック tt∗束が構成される
ことが知られている ([7], [8], [9], [10]等)．
また，四元数を用いた定式化の下で，リーマン面から 2次元球面への調和写像から tt∗ 構造が構成されている

([3])．平均曲率一定曲面のガウス写像は 2次元球面への調和写像であるので，これにより平均曲率一定曲面から
tt∗ 束が構成できることがわかる．
ここではクリフォード代数を用いて球面への調和写像から tt∗ 束を構成する方法について紹介する．
§1. 記号と定義.

Eを概複素多様体 (M,J)上の (実)ベクトル束とする．DをE上の接続, S ∈ A1(End(E)) (SXξ,X ∈ Γ(TM), ξ ∈
Γ(E)) に対して，接続の 1径数族 Dθ (θ ∈ R)を Dθ := D + cos θS + sin θSJ で定義する．また，RD, Rθ で D,
Dθ の曲率テンソルをそれぞれ表す．以下では特に断らない限り，ξ, η ∈ Γ(E), X,Y, Z,W ∈ Γ(TM)とする．� �
定義 1.1 ・ (E,D, S)が tt∗ 束とは Rθ = 0, θ ∈ R (tt∗ 方程式) が成り立つときをいう．
・(E,D, S, g)が計量 tt∗ 束 とは (E,D, S) が tt∗ 束であり，E のファイバー計量 gがDg = 0, g(SXξ, η) =
g(ξ, SXη) を満たすときをいう．
・ (E,D, S, g)がユニモジュラ計量 tt∗ 束とは (E,D, S, g)が計量 tt∗ 束で trSX = 0 が成り立つときをいう．
� �

注意 1 tt∗ 構造は概複素多様体上のベクトル束に対して定義可能である．但し，以下では複素多様体上のベクト
ル束のみ扱う．

� �
命題 1.2 ([8]) (E,D, S) が tt∗ 束である為の必要十分条件は次の 4つの式が成り立つことである．

RDX,Y + [SX , SY ] = 0,(1.1)

DXSY − SYDX −DY SX + SXDY − S[X,Y ] = 0,(1.2)

DXSJY − SJYDX −DY SJX + SJXDY − SJ[X,Y ] = 0,(1.3)

[SX , SY ] = [SJX , SJY ].(1.4)
� �
M 上の捩率ゼロの複素アファイン接続を固定すると，(1.2), (1.3)式はそれぞれ (1.2’), (1.3’) と同値になる．

dDS = 0,(1.2’)

dDSJ = 0.(1.3’)
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注意 2 dimRM = 2なら (1.4) は常に成り立つ．

次に，tt∗ 束の例として，スペシャル複素多様体，ヘッセ多様体の接束と調和束を挙げる．
例 1. スペシャル複素多様体.
� �
定義 1.3 ・(M,J,∇)が スペシャル複素多様体とは (M,J)が複素多様体であり，∇が d∇J = 0を満たす平
坦なアファイン接続であるときをいう．

・(M,J, g,∇)がスペシャルケーラー多様体とは (M,J, g)が (擬)ケーラー多様体であり，(M,J,∇)が∇ω =
0, (ω := g(J ·, · )) を満たすスペシャル複素多様体であるときをいう．
� �
次のことが知られている．� �
命題 1.4 (M,J, g,∇)がスペシャルケーラー多様体であることの必要十分条件は次の 3つが成り立つことで
ある．

(1) (M,∇, g)はヘッセ多様体である,
(2) g(JX, JY ) = g(X,Y )が成り立つ,
(3) ∇∗ = J ◦ ∇ ◦ J−1，但し∇∗ は∇の gに関する共役接続を表す.
� �

SXY :=
1
2
J(∇XJ)Y

とおくと，次が成り立つ．� �
命題 1.5 ・ (M,J,∇)がスペシャル複素多様体なら，(TM,D := ∇−S, S) は tt∗束でDJ = 0が成り立つ．
・ (M,J, g,∇)が スペシャルケーラー多様体のとき，次が成り立つ．
(1) (TM,D = ∇− S, S, g)はユニモジュラ計量 tt∗ 束,
(2) D := ∇− S は gのレビ・チビタ接続,
(3) (∇g) は対称で (M,∇, g) は統計多様体の構造を持つ,
(4) ∇− 2S が∇の gに関する共役接続.
� �

Proof. (M,J,∇)をスペシャル複素多様体とする．d∇J = 0より

SXY = SYX, SJXY = SXJY = −JSXY

が成り立つ．また，Dの定義より次が成り立つ．

(DXJ)Y = DXJY − JDXY = (∇X − SX)JY − J(∇XY − SXY ) = ∇XJY − J∇XY + 2JSXY = 0.

これらと∇ が平坦なことより

(1.1) : RDX,Y Z + SXSY Z − SY SXZ =
1
2

(R∇X,Y Z − JR∇X,Y JZ) = 0,

(1.2) : DXSY Z − SYDXZ −DY SXZ + SXDY Z − S[X,Y ]Z =
1
2

(R∇X,Y Z + JR∇X,Y JZ) = 0,

(1.3) : DXSJY Z − SJYDXZ −DY SJXZ + SJXDY Z − SJ[X,Y ]Z = −1
2
J(R∇X,Y Z + JR∇X,Y JZ) = 0,

(1.4) : SJXSJY = JSXJSY = −J2SXSY = SXSYより [SJX , SJY ] = [SX , SY ].

よって (TM,D, S)は tt∗ 束である．
次に (M,J, g,∇) をスペシャルケーラー多様体とする．(M,J,∇) はスペシャル複素多様体より，(TM,D :=
∇− S, S)は tt∗ 束となる．ωを ω(X,Y ) := g(JX, Y )で定義するとき，∇ω = 0より，

(∇Xg)(JY, JZ) = (∇Xg)(Y, Z) = 2g(SXY, Z)
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が成り立つので，g(SXY,Z) = g(Y, SXZ)が成り立ち，

0 = (∇Xω)(Y, Z) = (DXg)(JY, Z)− g(JSXY,Z)− g(JY, SXZ) = (DXg)(JY, Z)

より，Dはレビ・チビタ接続であり，(TM,D, S, g)は計量 tt∗ 束である．
次に x ∈M を固定して，TxM の em+j = Jej (j = 1, . . . ,m) を満たす正規直交基底 e1, . . . , e2m に対して，

trSX =
2m∑

i=1

g(SXei, ei) =
m∑

j=1

{g(SXej , ej) + g(SXJej , Jej)} =
m∑

j=1

{g(SXej , ej)− g(JSXej , Jej)} = 0

よりユニモジュラである．

更に

(∇Xg)(Y, Z) = Xg(Y, Z)− g(∇XY,Z)− g(Y,∇XZ)

= Xg(Y, Z)− g((DX + SX)Y, Z)− g(Y, (DX + SX)Z)

= (DXg)(Y, Z)− g(SXY, Z)− g(Y, SXZ) = −g(SXY,Z)− g(Y, SXZ) = −2g(SXY, Z)

より，(∇g) は対称であるので，(M,∇, g) は統計多様体の構造を持ち，∇ の g に関する共役接続 ∇∗ は ∇∗ =
∇− 2S = D − S で与えられる． �

例 2. ヘッセ多様体の接束.
ここでは，[1]の結果を紹介する．
(M, g,∇)をヘッセ多様体とし，3次形式 (差テンソル) (∇g)が∇平行であると仮定する．
T (TM)を∇から決まる水平方向H と垂直方向 V に分解する．つまり，

T (TM) = H⊕ V.

π : TM →M を射影とすると ξ ∈ TM に対して，

Tξ(TM) = Hξ ⊕ Vξ ∼= Tπ(ξ)M ⊕ Tπ(ξ)M

が成り立つ．ここで ∼=は同一視を表す．
J : T (TM)→ T (TM)を各点 ξ ∈ TM で

Jξ : Tξ(TM) = Hξ ⊕ Vξ 3 (u, v) 7→ (−v, u) ∈ Tξ(TM)

により定義する．また，T (TM)上の計量 gN を (uk, vk) ∈ Hξ ⊕ Vξ, k = 1, 2に対して

gNξ ((u1, v1), (u2, v2)) := gπ(ξ)(u1, u2) + gπ(ξ)(v1, v2)

で定義する．このとき，(TM, gN , J)はケーラー多様体になることが確認できる．Dを gN のレビ・チビタ接続と

する．また，ヘッセ多様体 (M, g,∇)の差テンソルを F̂ := ∇̂ −∇ とおくとき，T (TM)上の (1, 2)-テンソル場 F

を (X,Y ), (Z,W ) ∈ Γ(T (TM))に対して，次で定義する．

F(X,Y )(Z,W ) := ((F̂XZ)− (F̂YW ),−(F̂XW )− (F̂Y Z))

このとき，次が成り立つ．� �
命題 1.6 ([1]) (TM, gN , J,D − F )はスペシャルケーラー多様体である．
� �
従って例 1 より T (TM)上にはユニモジュラ計量 tt∗ 束の構造が入る．
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例 3. 調和束.
K を (M,J)上の C∞ 複素ベクトル束，DをK の接続，C ∈ A1,0(End(K)), C̃ ∈ A0,1(End(K)) とし，gをK

のファイバー計量とする．� �

定義 1.7 (K,D,C, C̃, g) が調和束 (harmonic bundle) とはDz := D + zC +
1
z
C̃, z ∈ S1 ⊂ C が平坦で，

Dが gの計量接続であり，g(CXξ, η) = g(ξ, C̃Xη), X ∈ Γ(T 1,0M), ξ, η ∈ Γ(K) が成り立つときをいう．
� �� �
命題 1.8 ([8]) (K,D,C, C̃, g)が調和束ならば，(K,D, S := C + C̃, g := Reg) は計量 tt∗ 束である．
� �

Proof. 直接計算より確認できる. �

§2. 先行結果.

先行結果１. ([3]等)
Hを四元数空間とし，S2 := {ai+bj+ck | a2+b2+c2 = 1, a, b, c ∈ R} ⊂ ImH ∼= R3 とする．N : M → S2 ⊂ ImH
をリーマン面M からの写像とするとき，次が成り立つ．� �
命題 2.9 E := M × ImH ∼= M × R3 に対し S ∈ A1(End(E))を，

SX :=
1
4

(∗dN +NdN)(X) :=
1
4

(dN(JX) +NdN(X)) ∈ End(E)

で定義するとき，(E,D := d− S, S)が tt∗束となることの必要十分条件は N が調和写像であることである．
� �
f : M → ImH ∼= R3 を平均曲率一定 (CMC) 曲面とすると，そのガウス写像 N : M → S2 ⊂ ImH は調和写像
であるので，次が成り立つ．� �
系 2.10 E := M × ImH ∼= M × R3 に対し，(E,D := d − S, S)が tt∗ 束であることの必要十分条件は f が

平均曲率一定曲面であることである．
� �
実際Hを f の平均曲率ベクトルとすると，f が平均曲率一定曲面であることの同値条件はH := NHが実定数

であることであり，

2SX = Hdf = −NHdf(X) = −HNdf(X) = −Hdf(JX)

が成り立つのでD := d− S に対し，次の 3条件は同値である事がわかる．

dDSJ =⇐⇒ dSJ = 0 ⇐⇒ f : CMC.

先行結果２. ([5], [7], [8]等)� �
命題 2.11 ・(M,J) を単連結複素多様体，f : M → GL(r,R)/O(r,R) を多重調和写像とするとき，(
M × Rr, d− S, S := −1

2
f−1df, g(f · , · )

)
は計量 tt∗ 束になる．

・(E,D, S, g) を複素多様体 (M,J) 上の計量 tt∗ 束 (rankE = r) とするとき，f : M → Sym(r) →
GL(r,R)/O(r,R) は多重調和写像になる．ここで，f̃ : M → Sym(r) は Dθ 平坦枠による計量 g の表現

行列である．
� �
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§3. Sn への調和写像と tt∗ 束.

Cln を R上のクリフォード代数，つまり，

Cln := SpanR{{1} ∪ {ei1ei2ei3 . . . eik | 1 ≤ i1 < i2 < · · · ≤ n}}

に次の演算 (クリフォード積)をいれたものとする．

eiej + ejei = −2δij ,

但し e1, . . . , en ∈ Rn は Rn の標準基底を表す．

注意 3 R,Rn ⊂ Cln, dimCln = 2n であり，Cln ∼= R2n と自然に同一視される．

Sn−1 := {λ1e1 + · · ·+ λnen ∈ Rn |
n∑

k=1

λ2
k = 1} ⊂ Rn ⊂ Cln

とおくと，z ∈ Sn−1 ⊂ Cln に対して，zz = −1 が成り立つ．
(M,J)をリーマン面，N : M → Sn−1 ⊂ Rn ⊂ Cln を写像，H := M × Cln ∼= M × R2n を自明束とする．

α ∈ A1(M)に対し， ∗ : A1(M)→ A1(M) を次で定義する．

∗α := α ◦ J.

次が主結果である．� �

命題 3.12 (1) S :=
1
4

(∗dN +NdN) ∈ A1(End(H)) に対して，(H,D = d− S, S) が tt∗ 束であるための
必要十分条件は N が調和写像であることである．

(2) A :=
1
2
NdN ∈ A1(End(H)) に対して，(H,D = d − A,A) が tt∗ 束であるための必要十分条件は N

が調和写像であることである．
� �

Proof. (1) 直接計算より，次が成り立つ．　

d(∗S) =
1
4
d(−dN +N ∗ dN) =

1
4

(dN ∧ ∗dN +Nd(∗dN)),

dS =
1
4

(dN ∧ dN + d(∗dN)),

S ∧ S =
1
16

(NdN ∧NdN + ∗dN ∧NdN +NdN ∧ ∗dN + ∗dN ∧ ∗dN).

よって次の条件が同値であることがわかる．

d(∗S) = 0 ⇐⇒ d(∗dN) = NdN ∧ ∗dN ⇐⇒ N は調和写像 ⇐⇒ dS = 2S ∧ S.

dimRM = 2より (1.4) は成立．
D := d− S とおくと，
(1.1) : RD = Rd − dS + S ∧ S = −dS + S ∧ S,
(1.2’) : dDS = dS − 2S ∧ S,
(1.3’) : dD(∗S)(X,Y ) = d(∗S)(X,Y )− [SX , SJY ] + [SY , SJX ]

= d(∗S)(X,Y )− [SJX , SJJY ] + [SY , SJX ]
= d(∗S)(X,Y )

であることから dD(∗S) = 0 ⇐⇒ d(∗S) = 0 であるので、

(E,D, S) が tt∗ 束 ⇐⇒ N が調和写像
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であることがわかる．

(2) AとDの定義より

dA = 2A ∧A, RD = Rd − dA+A ∧A

が成り立つので，
(1.1) : RD = −dA+A ∧A = −A ∧A,
(1.2’): dDA = dA− 2A ∧A = 0,
(1.4) : dimRM = 2より OK

であり，(1)と同様にして，

(1.3’) d(∗A) = 0 ⇐⇒ d(∗dN) = NdN ∧ ∗dN ⇐⇒ N は調和写像

が成り立つので，主張がいえる．

�

注意 4 命題 3.12(1)で n = 2 とすると，Cl2 ∼= R8 より S2 への調和写像から構成できる tt∗ 束は [3]で構成して
いるものとファイバーが異なる．また，命題 3.12(2)についても Sn 6= GL(n,R)/O(n,R) より，命題 3.12 の構成
はそれぞれ先行結果に類似しているが，先行結果を含まない．
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