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1 はじめに

情報幾何学における統計的モデルは，期待値から構成される Fisher 計量 g，α–接続とよばれ
る捩れのないアファイン接続 ∇(α) を許容する。ここで，α は実数である。Fisher 計量に関して
α–接続と (−α)–接続は互いに共役であり，0–接続は Levi–Civita 接続である。特に，∇(1) 及び
∇(−1) はそれぞれ指数型接続及び混合型接続，または簡単に e–接続及び m–接続と呼ばれ ∇(e) 及
び∇(m) で表す。これらは情報幾何学において重要な概念である ([1], [2])。

確率密度関数が集合 χ 上の関数 C, F1, . . . , Fn と Rn の部分集合 Θ 上の関数 ϕ を用いて

p(x; θ) = exp

[
C(x) +

n∑
s=1

θsFs(x) − ϕ(θ)

]
(1.1)

と表せるとき，n 次元統計的モデル M = {p(x; θ) | θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Θ} を指数型分布族とい
い，θ = (θ1, . . . , θn)をその自然パラメータという。統計的モデル M は局所座標系として自然パラ
メータ (θ1, . . . , θn) をもつ n 次元 Riemann 多様体と考えられる。(Mn, g,∇(α)) は統計多様体に
なる。離散型分布である多項分布や負の多項分布，連続型分布である多次元正規分布や Dirichlet
分布は指数型分布族の重要な例である。今回，これらの統計多様体の概複素構造について述べる。

2 概複素構造をもつ統計多様体

(M,g) を Riemann 多様体とし，アファイン接続を ∇ で表す。M 上のベクトル場 X, Y, Z に
対して

Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇∗
XZ)(2.1)

によりもう一つのアファイン接続 ∇∗ を定義する。この ∇∗ を g に関する ∇ の共役接続 (双対接
続) という。(∇∗)∗ = ∇ を満たす。∇ と ∇∗ の捩れがないとき，組 (M,g,∇) を統計多様体とい
う ([3])。また，組 (M,g,∇∗) も統計多様体になる。アファイン接続 ∇ 及び ∇∗ に関する曲率テ
ンソルをそれぞれ R 及び R∗ で表す。このとき，M 上のベクトル場 X, Y, Z, W に対して

g(R(X,Y )Z,W ) = −g(Z,R∗(X,Y )W )(2.2)

が成り立つ。ここで，R(X,Y )Z = [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z である。これより R が恒等的に零であ
ることと R∗ が恒等的に零であることは同値である。また，アファイン接続 ∇ に関する曲率テン
ソル R が

R(X,Y )Z = c { g(Y,Z)X − g(X,Z)Y } (c は定数)(2.3)
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を満たすとき統計多様体 (M,g,∇) をアファイン接続 ∇ に関する定曲率空間という。(M,g,∇)
が ∇ に関して定曲率空間であることと (M,g,∇∗) が ∇∗ に関して定曲率空間であることは同値
である。

多様体 M 上の概複素構造とは，J2 = −I となる (1,1) 型のテンソル場 J である。ここで，I
は恒等変換を表す。固定されたそのような概複素構造をもつ多様体を概複素多様体という。概複素
多様体は向き付け可能であり偶数次元である。M が Riemann 多様体である概複素多様体 (M,J)
を考える。M 上のベクトル場 X, Y に対して

g(JX, JY ) = g(X,Y )(2.4)

を満たすとき，(M,g, J) を概 Hermite 多様体という。次に

g(JX,Y ) + g(X,J∗Y ) = 0(2.5)

によりもう一つの (1,1) 型のテンソル場 J∗ を定義する。このような Riemann 多様体 (M,g) を
考える。このとき (M,g, J) を概 Hermite-like 多様体とよぶ。(J∗)∗ = J，(J∗)2 = −I 及び

g(JX, J∗Y ) = g(X,Y )(2.6)

が成り立つ。このような統計多様体において，J がアファイン接続 ∇ に関して平行であるとき，
(M,g,∇, J) を Kähler-like 統計多様体と定める。(2.5) よりベクトル場 X, Y, Z に対して

g((∇ZJ)X,Y ) + g(X, (∇∗
ZJ

∗)Y ) = 0(2.7)

が得られる。これより ([5])

補題 2.1．次が成り立つ。

(1) (M,g, J) が概 Hermite-like 多様体であること (M,g, J∗) が概 Hermite-like 多様体であるこ
とは同値である。

(2) (M,g,∇, J) が Kähler-like 統計多様体であることと (M,g,∇∗, J∗) が Kähler-like 統計多様
体であることは同値である。

3 統計的モデルについて

統計的モデルとしての n 次元 Riemann 多様体 M を考える。確率密度関数 p(x; θ) に対し
て
∫
χ p(x; θ) dx = 1 である。ここで確率分布が離散型のときは積分は和

∑
x∈χ · · · になる。� =

�(x; θ) = log p(x; θ) 及び ∂i = ∂/∂θi とおき，∂1�, . . . , ∂n� は一次独立とし，微分と積分の順序交
換が可能と仮定する。p(x; θ) に関する期待値 E を用いて M 上の計量 g の成分を

gij = E[ ∂i� ∂j� ](3.1)

で定義する。この計量は局所座標系 (θ1, . . . , θn) の取り方に依存しない。この g を Fisher 計量と
いう。E[ ∂i� ] = 0 より

gij = −E[ ∂i∂j� ](3.2)

と表すこともできる。

2



また，実数 α に対して関数を

Γ(α)
ij,k = E

[(
∂i∂j�+

1 − α

2
∂i� · ∂j�

)
∂k�

]
(3.3)

と定める。これにより α–接続 ∇(α) を

g(∇(α)
∂i
∂j, ∂k) = Γ(α)

ij,k(3.4)

で定義する。このとき α–接続は捩れがなく，Fisher 計量に関して∇(α) と ∇(−α) は互いに共役で
ある。これより (M,g,∇(α))は統計多様体である。また，∇(0) は Fisher計量に関する Levi-Civita
接続である。α–接続に関する曲率テンソルが恒等的に零のとき α–平坦という。

4 指数型分布族の概複素構造

指数型分布族の確率密度関数は式 (1.1) で表せる。連続型とすると正規化条件
∫
χ p(x; θ) dx = 1

より

expϕ(θ) =
∫

χ
exp

[
C(x) +

n∑
s=1

θsFs(x)

]
dx.(4.1)

これを θi で微分すると ∂iϕ · expϕ = expϕ ·E[Fi ] が得られるから

E[Fi ] = ∂iϕ(4.2)

が分かる。さらに微分すると ∂j(∂iϕ·expϕ) = expϕ·E[FiFj ]及び ∂k{(∂i∂jϕ+∂iϕ·∂jϕ) expϕ} =
expϕ ·E[FiFjFk ] より

E[FiFj ] = ∂i∂jϕ+ ∂iϕ · ∂jϕ,(4.3)

E[FiFjFk ] = ∂k∂j∂iϕ+ ∂i∂jϕ · ∂kϕ+ ∂j∂kϕ · ∂iϕ+ ∂k∂iϕ · ∂jϕ+ ∂iϕ · ∂jϕ · ∂kϕ(4.4)

が得られる。また式 (1.1) において対数をとり

�(x; θ) = log p(x; θ) = C(x) +
n∑

s=1

θsFs(x) − ϕ(θ)

とおく。式 (3.2) と ∂i∂j� = −∂i∂jϕ から Fisher 計量 g の成分は次のようになる：

gij = ∂i∂jϕ.(4.5)

また g−1 = (gij) とする。式 (3.3), (4.2), (4.3), (4.4) より

Γ(α)
ij,k =

1
2

(1 − α)∂igjk(4.6)

を得る。これより式 (3.4) から α–接続

∇(α)
∂i
∂j =

1
2

(1 − α)∂sgij · gst ∂t(4.7)

が得られ，(M,g,∇(α)) は統計多様体になる。また α–接続に関する曲率テンソル R(α) は次のよ
うに表せる：

R(α)(∂i, ∂j)∂k =
c(α)

4
(∂jgks · ∂ig

st − ∂igks · ∂jg
st)∂t.(4.8)
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ここで c(α) = (1 − α)(1 + α) とおいた。これより

命題 4.1．指数型分布族の曲率テンソルは (4.8) で与えられる。特に ±1–平坦である。

実数 α に対して J (α) を M 上の概複素構造とする。そのとき (2.5) を満たすもう一つの概複素
構造は J (−α) である。α–接続に関して概複素構造 J (α) が平行になる条件を求める。

(
∇(α)

∂i
J (α)

)
∂j =

{
∂iJ

(α) t
j +

1
2

(1 − α)
(
J

(α) r
j ∂igrs · gst − ∂igjs · gsrJ (α) t

r

)}
∂t

より，∇(α)J (α) = 0 は次と同値である：

∂iJ
(α) k
j +

1
2

(1 − α)
(
J

(α) r
j ∂igrs · gsk − ∂igjs · gsrJ (α) k

r

)
= 0.(4.9)

これより α = 1 ならば J (1) の成分は

J
(1) k
j = P k

j(4.10)

となる。ここで P k
j は P r

j P i
r = −δ i

j を満たす定数である。g(J
(1)∂i, ∂j) + g(∂i, J

(−1)∂j) = 0，

即ち，J (1) r
i grj + J

(−1) r
j gir = 0 から J (−1) の成分

J
(−1) k
j = −P s

r gsjg
rk(4.11)

が得られる。これより

定理 4.2．指数型分布族において

(1) (M,g, J (±1)) はそれぞれ概 Hermite-like 多様体である。

(2) (M,g,∇(±1), J (±1)) はそれぞれ Kähler-like 統計多様体である。

注意 4.1．G k
ij = ∂igjs · gsk とおくと，式 (4.9) は

∂ J (α) +
1
2

(1 − α)[J (α), G ] = 0

と表せる。ここで，G = (G k
ij ) および [J (α), G ] = J (α)G−GJ (α) である。

5 概複素構造をもつ指数型分布族の例

具体的な離散型や連続型の指数型分布族を考え，1–接続や (−1)–接続に関して平行である概複
素構造を与える。

例 5.1 (多項分布)．多項分布の確率密度関数は

p(x; ξ) =
N !

x1!x2! · · · xn+1!
px1
1 p

x2
2 · · · pxn+1

n+1(5.1)

で与えられる。ここで，ξ = (p1, . . . , pn) であり，xk ∈ {0, 1, . . . ,N} は x1 + x2 + · · ·+ xn+1 = N

を満たし，pk (> 0) は p1 + p2 + · · · + pn+1 = 1 を満たす。これは次のように表すことができる：

p(x; ξ) = exp

(
logN ! −

n+1∑
s=1

log xs! +
n∑

s=1

xs log
ps

pn+1
+N log pn+1

)
.
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これより多項分布は指数型である。

C(x) = logN ! −
n+1∑
s=1

log xs!,

Fi(x) = xi, θi = log
pi

pn+1
(i = 1, 2, . . . , n),

ϕ(θ) = −N log pn+1

とおき，Mn = {p(x; θ) | θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Rn} とする。pi = pn+1e
θi
及び p1 + · · · + pn+1 = 1

より pn+1 =
1

ω(θ)
．ここで ω(θ) = 1 +

n∑
s=1

eθ
s
とおいた。これより

ϕ(θ) = N logω(θ)(5.2)

となる。これを微分すると

∂iϕ =
N eθ

i

ω(θ)
,(5.3)

∂i∂jϕ = N

{
eθ

i

ω(θ)
δij − eθ

i
eθ

j

ω(θ)2

}
,(5.4)

∂i∂j∂kϕ = N

{
eθ

i

ω(θ)
δijδik − eθ

i
eθ

k

ω(θ)2
δij − eθ

j
eθ

k

ω(θ)2
δik − eθ

i
eθ

j

ω(θ)2
δjk +

2eθ
i
eθ

j
eθ

k

ω(θ)3

}
(5.5)

が得られる。ここで ∂i = ∂/∂θi である。式 (4.5) 及び (5.4) より多項分布のなす空間の Fisher 計
量は

gij = N

{
eθ

i

ω(θ)
δij − eθ

i
eθ

j

ω(θ)2

}
(5.6)

となる。また g の逆行列の成分 gij は次で与えられる：

gij =
ω(θ)
N eθi (δij + eθ

i
).(5.7)

式 (4.6), (5.5), (5.7) から

Γ(α) k
ij = Γ(α)

ij,s g
sk =

1
2

(1 − α)

{
δijδik − eθ

j

ω(θ)
δik − eθ

i

ω(θ)
δjk

}
(5.8)

が得られる。これより α–接続 ∇(α) は

∇(α)
∂i
∂j =

1
2

(1 − α)

{
δij ∂i − eθ

j

ω(θ)
∂i − eθ

i

ω(θ)
∂j

}
(5.9)

となる。多項分布のなす空間 (M,g,∇(α)) は統計多様体であり，α–接続に関する曲率テンソルは

R(α)(∂i, ∂j)∂k =
c(α)

4

[{
eθ

j

ω(θ)
δjk − eθ

j
eθ

k

ω(θ)2

}
∂i −

{
eθ

i

ω(θ)
δik − eθ

i
eθ

k

ω(θ)2

}
∂j

]

となる。ただし c(α) = (1 − α)(1 + α) である。これより

定理 5.1． 多項分布のなす空間は定曲率 c(α)
4N の定曲率空間である。

5



次に (4.10), (4.11), (5.6), (5.7) から 1–接続及び (−1)–接続に関して平行となる概複素構造 J (1)

及び J (−1) の成分はそれぞれ J
(1) k
j = P k

j 及び

J
(−1) k
j = − eθ

j

eθ
k

{(
P j

k + eθ
k

n∑
r=1

P j
r

)
− 1
ω(θ)

n∑
s=1

(
P s

k + eθ
k

n∑
r=1

P s
r

)
eθ

s

}

で与えられる。これより

定理 5.2．多項分布のなす空間において

(1) (M,g, J (±1)) はそれぞれ概 Hermite-like 多様体である。

(2) (M,g,∇(±1), J (±1)) はそれぞれ Kähler-like 統計多様体である。

例 5.2 (負の多項分布)．負の多項分布の確率密度関数は

p(x; ξ) =
Γ(m+ x1 + · · · + xn)
Γ(m)x1!x2! · · · xn!

pm
0 p

x1
1 · · · pxn

n(5.10)

で表される。ここで，ξ = (p1, . . . , pn)，Γ(x) はガンマ関数，m は正定数であり，k = 1, 2, . . . , n
に対して xk ∈ {0, 1, 2, . . .}，pk (> 0) は p0 + p1 + · · · + pn = 1 を満たす。この確率分布は

p(x; ξ) = exp

{
log Γ(m+ x1 + · · · + xn) − log Γ(m) −

n∑
s=1

log xs!

+
n∑

s=1

xs log ps +m log(1 − p1 − · · · − pn)

}

と表すことができるから負の多項分布は指数型分布族である。

C(x) = log Γ(m+ x1 + · · · + xn) − log Γ(m) −
n∑

s=1

log xs!,

Fi(x) = −xi, θi = − log pi (i = 1, 2, . . . , n),

ϕ(θ) = −m log(1 − p1 − · · · − pn)

とおき，Mn = {p(x; θ) | θ = (θ1, . . . , θn) ∈ (R+)n} とする。pi = e−θi
(i = 1, 2, . . . , n) より

ϕ(θ) = −m log τ(θ).(5.11)

ここで τ(θ) = 1 −
n∑

s=1

e−θs
とおいた。これを微分すると

∂iϕ = −m e−θi

τ(θ)
,(5.12)

∂i∂jϕ = m

{
e−θi

τ(θ)
δij +

e−θi
e−θj

τ(θ)2

}
,(5.13)

∂i∂j∂kϕ = −m
{
e−θi

τ(θ)
δijδik +

e−θi
e−θk

τ(θ)2
δij +

e−θj
e−θk

τ(θ)2
δik +

e−θi
e−θj

τ(θ)2
δjk(5.14)

+
2e−θi

e−θj
e−θk

τ(θ)3

}
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が得られる。式 (4.5) と (5.13) から Fisher 計量は次のようになる：

gij = m

{
e−θi

τ(θ)
δij +

e−θi
e−θj

τ(θ)2

}
.(5.15)

また Fisher 計量 g の逆行列の成分は

gij =
τ(θ)
me−θi (δij − e−θi

)(5.16)

となることが分かる。式 (4.6), (5.14), (5.16) から次式が成り立つ:

Γ(α) k
ij = Γ(α)

ij,s g
sk = − 1

2
(1 − α)

{
δijδik +

e−θj

τ(θ)
δik +

e−θi

τ(θ)
δjk

}
.(5.17)

これより，実数 α に対して α–接続 ∇(α) は

∇(α)
∂i
∂j = − 1

2
(1 − α)

{
δij ∂i +

e−θj

τ(θ)
∂i +

e−θi

τ(θ)
∂j

}
(5.18)

となるから負の多項分布のなす空間は (M,g,∇(α)) は統計多様体である。さらに α–接続に関する
曲率テンソルは

R(α)(∂i, ∂j)∂k = − c(α)
4

[{
e−θj

τ(θ)
δjk +

e−θj
e−θk

τ(θ)2

}
∂i −

{
e−θi

τ(θ)
δik +

e−θi
e−θk

τ(θ)2

}
∂j

]

となる。ここで c(α) = (1 − α)(1 + α) とおいた。これより

定理 5.3．負の多項分布のなす空間は定曲率 − c(α)
4m の定曲率空間である。

次に，式 (4.10), (4.11), (5.15), (5.16) から 1–接続及び (−1)–接続に関して平行となる概複素構
造 J (1) 及び J (−1) の成分はそれぞれ J

(1) k
j = P k

j 及び

J
(−1) k
j = − e−θj

e−θk

{
P j

k − e−θk
n∑

r=1

P j
r +

1
τ(θ)

n∑
s=1

(
P s

k − e−θk
n∑

r=1

P s
r

)
e−θs

}

と表すことができる。これより

定理 5.4．負の多項分布のなす空間において

(1) (M,g, J (±1)) はそれぞれ概 Hermite-like 多様体である。

(2) (M,g,∇(±1), J (±1)) はそれぞれ Kähler-like 統計多様体である。

例 5.3 (多次元正規分布の特別な場合)．多次元正規分布の確率密度関数は

p(x; ξ) =
1

(
√

2π)n
√
v

exp
[
− 1

2
t(x−m)V −1(x−m)

]

で与えられる。ここで x = t(x1, . . . , xn), m = t(m1, . . . ,mn) はベクトルであり，m は平均ベク
トルと呼ばれる。V = (vij) は共分散行列と呼ばれる対称な正定値行列であり，v = detV 及び
ξ = (m1, . . . ,mn, v11, v12, . . . , v1n, v22, . . . , v2n, . . . , vnn) ∈ R

1
2

n(n+3) である。多次元正規分布は
指数型であり，ξ を局所座標系として R

1
2

n(n+3) の 1
2 n(n+ 3) 次元部分空間である。共分散行列

V が diag (v11, . . . , vnn) や diag (σ2, . . . , σ2) であるような特別な多次元正規分布を考える。
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最初に，共分散行列が diag (v11, . . . , vnn) である多次元正規分布の確率密度関数は

p(x; ξ) =
1

(
√

2π)n

n∏
i=1

1√
vii

exp

[
− (xi −mi)2

2vii

]

のように表せる。ここで ξ = (m1, . . . ,mn, v11, . . . , vnn) である。この統計的モデル M は ξ を
局所座標系として 2n 次元空間 Rn × (R+)n である。Fisher 計量 g 及び α–接続 ∇(α) は [6] や
[11] で与えられた。さらに統計多様体 (M,g,∇(α)) は Einstein であることが示された ([6])。ま
た，(M,g,∇(α)) が α–接続に関して平行となる概複素構造 J (α) を許容するとき α = ±1 である
ことが示され，これより (M,g,∇(±1), J (±1)) はそれぞれ Kähler-like 統計多様体になる ([9])。

次に，共分散行列が diag (σ2, . . . , σ2) のとき，確率密度関数は次のように表すことができる：

p(x; ξ) =
1

(
√

2πσ)n

n∏
i=1

exp

[
− (xi −mi)2

2σ2

]
.

ここで ξ = (m1, . . . ,mn, σ) である。この統計的モデル L は局所座標系 (m1, . . . ,mn, σ) をもつ
(n+ 1) 次元上半空間Rn ×R+ になる。Fisher 計量 g や α–接続∇(α) は [8] で与えられ，統計多
様体 (L, g,∇(α))は定曲率 − c(α)

2n の定曲率空間であることを示した。ただし c(α) = (1−α)(1+α)
である。また，(L, g,∇(α))が α–接続に関して平行となる概複素構造 J (α) を許容するとき α = ±1
である。これより (L, g,∇(±1), J (±1)) はそれぞれ Kähler-like 統計多様体になる ([9])。

例 5.4 (Dirichlet 分布)．Dirichlet 分布の確率密度関数は

p(x; ξ) =
Γ(ν1 + · · · + νn)
Γ(ν1) · · ·Γ(νn)

xν1−1
1 · · · xνn−1

n(5.19)

である。ここで，ξ = (ν1, . . . , νn)，正数 xk は x1 + x2 + · · · + xn = 1 を満たし，k = 1, 2, . . . , n
に対して νk > 0 である。n = 2 のとき，ベータ分布である。この確率密度関数は次のように書き
なおせる：

p(x; ξ) = exp

{
−

n∑
s=1

log xs +
n∑

s=1

νs log xs −
n∑

s=1

log Γ(νs) + log Γ(ν1 + · · · + νn)

}
.

これより Dirichlet 分布は指数型である。

C(x) = −
n∑

s=1

log xs,

Fi(x) = log xi, θi = νi (i = 1, 2, . . . , n),

ϕ(θ) =
n∑

s=1

log Γ(νs) − log Γ(ν1 + · · · + νn)

とおき，Mn = {p(x; θ) | θ = (θ1, . . . , θn) ∈ (R+)n} とする。このとき

ϕ(θ) =
n∑

s=1

log Γ(θs) − log Γ(θ1 + · · · + θn)(5.20)

であり，これを微分すると

∂iϕ = ψ(θi) − ψ(θ1 + · · · + θn),(5.21)

∂i∂jϕ = ψ′(θi) δij − ψ′(θ1 + · · · + θn),(5.22)

∂i∂j∂kϕ = ψ′′(θi) δij δik − ψ′′(θ1 + · · · + θn)(5.23)
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が得られる。∂i = ∂/∂θi であり，ψ(θ) = d
dθ log Γ(θ) = Γ′(θ)

Γ(θ) は digamma 関数を表す。式 (4.5)
と (5.22) から Fisher 計量 g の成分は

gij = ψ′(θi) δij − ψ′(θ1 + · · · + θn)(5.24)

となり，g の逆行列の成分 gij は

gij =
1

ψ′(θi)

{
δij +

ψ′(θ1 + · · · + θn)
ψ′(θj)Ψ(θ1, . . . , θn)

}
(5.25)

で与えられる。ここで

Ψ(θ1, . . . , θn) = 1 − ψ′(θ1 + · · · + θn)
n∑

s=1

1
ψ′(θs)

(5.26)

とおいた。式 (4.6), (5.23), (5.25) から

Γ(α) k
ij =

1
2

(1 − α) δij
ψ′′(θi)
ψ′(θi)

{
δik +

ψ′(θ1 + · · · + θn)
ψ′(θk)Ψ(θ1, . . . , θn)

}
(5.27)

− 1
2

(1 − α)
ψ′′(θ1 + · · · + θn)
ψ′(θk)Ψ(θ1, . . . , θn)

だから α–接続

∇(α)
∂i
∂j =

1
2

(1 − α)

{
δij

ψ′′(θi)
ψ′(θi)

∂i + Φij(θ1, . . . , θn)
n∑

s=1

1
ψ′(θs)

∂s

}
(5.28)

が得られる。ここで

Φij(θ1, . . . , θn) = δij
ψ′′(θi)
ψ′(θi)

ψ′(θ1 + · · · + θn)
Ψ(θ1, . . . , θn)

− ψ′′(θ1 + · · · + θn)
Ψ(θ1, . . . , θn)

である。これより Dirichlet 分布のなす空間 (M,g,∇(α)) は統計多様体であり，α–接続に関する
曲率テンソルは

R(α)(∂i, ∂j)∂k =
c(α)

4

{
Φik(θ1, . . . , θn)

ψ′′(θj)
ψ′(θj)2

∂j − Φjk(θ1, . . . , θn)
ψ′′(θi)
ψ′(θi)2

∂i(5.29)

+(δjk − δik)
ψ′′(θk)
ψ′(θk)

ψ′′(θ1 + · · · + θn)
Ψ(θ1, . . . , θn)

n∑
s=1

1
ψ′(θs)

∂s

}

で表せる。ここで c(α) = (1 − α)(1 + α) である。

命題 5.5．Dirichlet 分布のなす空間の α–接続に関する曲率テンソルは (5.29) で与えられる。

次に式 (4.10), (4.11), (5.24), (5.25) から 1–接続及び (−1)–接続に関して平行となる概複素構造
J (1) 及び J (−1) の成分はそれぞれ J

(1) k
j = P k

j 及び

J
(−1) k
j = −P j

k

ψ′(θj)
ψ′(θk)

+
ψ′(θ1 + · · · + θn)

ψ′(θk)

n∑
s=1

P s
k

+
ψ′(θ1 + · · · + θn)
ψ′(θk)Ψ(θ1, . . . , θn)

n∑
s=1

{
−P j

s

ψ′(θj)
ψ′(θs)

+
ψ′(θ1 + · · · + θn)

ψ′(θs)

n∑
t=1

P t
s

}
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と表せることが分かる。これより

定理 5.6．Dirichlet 分布のなす空間において

(1) (M,g, J (±1)) はそれぞれ概 Hermite-like 多様体である。

(2) (M,g,∇(±1), J (±1)) はそれぞれ Kähler-like 統計多様体である。
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